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JEKAH
23.12.2025. roguue

OBABEIUITEBE

Y cknany ca wianom 75. cTaB 7. 3aKoHa 0 BHCOKOM obpasosamy (,,Cn. rmacuuk PC¥, 6p.
88/17, 27/18 - np. 3akon, 73/18, 67/19 u 6/20-np. 3akonu, 11/21-ayrenTHuno Tymaveme, 67/21,
67/21 np. 3akoH, 76/23 wu 19/25), unamom 167. Craryra VuuBepsurera y Humy (,,[nacHux
Yuusepsutera y Humy“ Gp. 1/24, 4/24, 5/24, 1/25 u 2/25) u wianouma 19. ctas 1. u 56,
IIpaBrinnKa 0 MOCTYNIKY CTHIAMbA 3Bamba U 3aCHUBAISA PAJHOT OHOCA HACTABHUKA Vuusep3urera
y Humry (,,['macuux Yausepsutera y Huury* 6p. 5/22, 2/24 u 3/24), U3eemraj Komucuje 3a nmucame
M3BEIITaja O NPHjaB/HEHAM yYECHHIUMA KOHKYpCa, KojH je objaBibeH mana 07.11.2025. romume y
mcty ,,Haponme nosune®, 3a usfop jednoz nacmasnuka y 3arve 00UeHm 3a YXHCY HAYUHY 0bacm
Mamemamuka (kanoudam 0p Xpanucnae Cmankosuh) craBlba ce Ha YBHJ jaBHOCTH [0
01.02.2026. rogune.

M3Bemraj ce moxke moruenatm ma cajry ®aky.arera (Muadopmaunje/Odasemrema/
H36opu y 3Bama 2025) n Yuusepsurera u y Bubiaunorenn Pakyarera.

IIpumente na nasemenn M3eemraj nocramibajy ce nexkany @akyarera y Hamnpen
HABEeHOM POKY.

EJIEKTPOHCKH GAKYJITET Y HUIITY
PSS g HAekan
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N3BOPHOM BERY EJIEKTPOHCKOT PAKVJITETA ¥V HUIILY

Ilpeamer: Mspemraj Komucnje o npujasmenum KaHIuJaTHMa 33 m3b0p HacTaBHUKA
Y 3Bame MOIEHT 3a yxy Hayuny obmact Maremaruka

Opnykom Hayuno-crpyunor seha 3a IPHPOJHO-MaTeMaTHIKE HayKe YHuBepsurera y Hu-
ary 6poj 817-01-11/25-6 ox 19.11.2025. rojune, a na npeior Usbopror seha Eaexrponckor
daxynrera y Humy, umenosana je Komucnja 3a mucame H3BEIITAja O NPHjABLEHUM KAH-
AUNATHMA Ha KOHKYPC 33 300D je/iHOr HACTABHHKA y 3BAIbE JONEHT 33 YKy naydny obmact
Maremarnka na Enexrponckom dakynrery (y nasem rexcry Kommucnja) y crenehenm cacrasy:

L. np Cnabana Mapuukosuh, pexosnu upodecop Enexrponckor dbakyirera y Humy,
npezceanuk (yxa Haydna ofnacr: Maremaruka),

2. ap Hyman Munomesuh, pexosuu npodecop Enekrponckor gaxynrera y Humy, qnan
(yxa mayuna obiac: MaremaTuka),

3. ap /parana lIserkonuh Wiah, penosan npocdecop IIpupomno-maremarnakor dakyn-
rera y Humy, unan (yxa mayusa obmacr: MaremaTuka).

Hocae ysupa y marepujan upmioxen Y3 KOHKypceny npujaBy Komucuja nogsocn coenehu
MN3BEIIITAJ

Ha konkypc o6jasmen y anesmom smcery Hapoane wosmne” mama 07.11.2025. TOJIMHE 34,
u300p je/IHOT HACTABHHKA y 3BAILE JIONEHT 34 yxy Haydny obnacr Maremaruka npujasmo ce
Jenan kangunar, ap Xpaaucias Crankosuh, acucrent Enexrponckor daxynrera y Humy
(npujasa nogpera 19.11.2025. ronume u 3asefiena 1oz 6pojem 03/01-064/25).

1. BUOTPA®CKU IIOOAIIN KAHOMIATA

1.1. JIngau nomamn

Xpaunuciae Craukosuh je poben 10. aprycra 1994. ropuue y [Ipokywmsy. 2Kusn y 2Kuro-
pabu.

1.2. TTomanu o mocamammmem obpazoBamy

OcnoBuy mxony , Torumukn xepoju”y Kuropahu Xpanucinas Cranxosuh je 3aBpumo
Kao Hocuian mumiome ,Byk Kapayuh”u turyne haxa rcaepanmje. M'umuasujy y Ipokymmy
Jje Taxobe 3aBpIIMO KAO HOCHIIAL JUILIOME »Byk Kapaymh”. Tokom mkososama yuecrsosao
Jje Ha TAKMHYEHUMa U3 MATEMATHKE, CPICKOL je3suKa H GHOJIOTHje U 0CBajao MpBa MecTa Ha
OKPY?KHUM TakMHIcHMA. JIoOuTHUK je u Gpojumx npusnama ma PA3JIHYUTHM JTHTEPAPHAM
U MY3HUKHM TaKMHYCHMA,

Ocnosre akajeMmcke crymmje ua CTYIMjCKOM Tporpamy MarTemaruka ma IIpupoaro-mare-
MarHukoM daxynrery y Humy 3anoueo je mkoscke 2013/2014. romuue n zappmmo 2016.




rojune ca mpoceqnom ouenom 10. Mere ropume ynmcao ce na CTyaujcKH nporpam Marema-
THKE MACTEP aKaJeMCKHX CTyauja Ha [Ipuponno-maremaTHukom daxynrery y Humy. Cry-
auje je sappmmo 2018. romume ca [IpocevHoM onexoMm 9.88, a MacTep paJ 10J HACIOBOM
»Kapaxrepusamuja, onepaTopa paxra 17 oabpamnuo je ca onenom 10.

Ha nokropeke akanemcke cTyamje, cryaujcku nporpam MaTtemarnka Ha Ilpuponno-mare-
MaTHIKoM daxyarery y Humy, ymcao ce mxoicke 2018 /2019. rogune u cBe ucIETe MOJIOKHIO
ca npocednom oneHoM 10. loktopeky aucepraumjy ,Subnormal operators: a multivariable
operator theory perspective” onbpanno je 4. 7. 2024. roguse m THMe cTeKao HAYYIHH Ha3UB
HokTop Hayka — maTemaTuuke HayKe.

Tokom crymmja apa myra je 6uo KOpHCHUK cTunenje ,Jlocureja”. Joburnuk je ,Cee-
TOCABCKE LIOBE/be” 3a M3Y3€TaH yclleX MOCTUIHYT Ha JAOKTOPCKMM aKaJeMCKHM CTY/IHjaMa.

1.3. IIpocdecnonanna kapujepa

Xpanucias Crankosuh je 2019. roguae u3abpan y 3Baise NCTPaXKUBAY-IIPHITPABHAK
na [Ipupogro-maremarnaxom dbaxynrery Yuusepsurera y Huwy u 6mo yuecnuk may«mo-
HCTPAKUBATIKOT NpojekTa MumucrapcTsa mpocsere, HayKe ¥ TEXHOJIOIIKOr pa3sBoja Permy-
6imke Cpbuje ,, IIpo6remu He/luHeapHe aHaJu3e, TeOpuje ONepaTopa, TOMOJOTH]e i npumena”
(O117402). Ha ITpupoaso-maTemaTiakonm dakynrery 6uo je anraxosan 3a PeaIH3aIHjy BexK-
6u u3 npesmera MaremaTnuka Jornka u TeOPHja cKkymnosa, JInneapua anre6pa, EnemenTapna
MaTemaTuka 1, YBoa y Tonosorujy u Maremaruuka anasmsa 3 ma ocnosHuM 1 Teopuja ome-
paropa, Teopuja ckynosa, Teopuja (hukxcre Tauxe u npumene u Anrebapcka Tomonormja Ha
MacTep aKaJIeMCKHM CTYaAHjama.

Op janyapa 2021, romune pajan Kao acucrent npu Karenpu 3a maTemaTuky mna Eusiexrpon-
CKOM akyTeTy YHuMBep3HTeTS, ¥ Humy, rae je anraxosan 3a u3poheme BexkOH U3 mpeaMeTa
Marematuka 1, MaremaTuka 2, Maremaruka 3, Beposatnoha u craTucTHKa, Maremarnyku
meroau, Martemaruuke ocHoBe Teopuje cucrema u Hymepruku anropuryu.

2. HAYYHOUCTPAXKUBAYKM 1 CTPYYHU PAID KAHIWUIIATA

Kanmunar np Xpanucnas Cranxopuli CBOj HayYHOMCTPAXKHBAYKH PaJ ocTBapyje y obua-
CTH (DYHKIMOHAJIHE ANAJIH3E ’ Teopuje oneparopa. AyTop je min KOayTop 25 Hay<YHHX paJIoBa,
objasmennux y melynapomnun qaconmcuMa ca BHCOKIHM UMIaKT HaKkTOPOM, H TO: 7 KaTeropuje
M21a, 16 kareropuje M21 u 2 paua kareropuje M22. Jleo pesysrrara u3ioxuo je na ma-
IHOHAJIHOM HayvHOM CKyly ca Mehynapomuum ygemhen.

Ocum y HayYHOMCTPasKHBAMKOM pajLy, KAHmiaT Jje a0 nonpunoc u peuensupamy Hayu-
HHX PalioBa y BHIEe BPXYHCKHX MehyHapomHHX gacormca,.

2.1. Comcak HayYHUX Paf0Ba M OCTAJIIX mybymkamuja

a) Pagosu o6jaBmenu ¥y BogehumM mehjynapomuum gyacomuenma Kareropuje M2la:

a.l. H. Stankovié, M. Krsti¢, Numerical and spectral radius of weakly* measurable families
of Hilbert space operators, J. Math. Anal. Appl., 555(2) (2026), 130181.
https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2025.130181

a.2. D.S. Cvetkovi¢ Ili¢, H. Stankovié, Numerical radius symmetry and relations of Birkhoff-
James and numerical radius orthogonality for different classes of operators, J. Math.
Anal. Appl., 541(1) (2025), 128690.
https://doi.org/10.1016/3. jmaa.2024. 128690



a.3.

a.4.

a.b.

a.6.

a.7.

H. Stankovié, Kleinecke-Shirokov theorem: A version for isometric transformations,
Analysis and Mathematical Physics, 15(54) (2025).
https://doi.org/10.1007/s13324- 025-01057-7

H. Stankovié, Spherical p-quasinorms of operator tuples, J. Math. Anal. Appl., 542(2)
(2025), 128826.

https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2024.128826

S. Aljawi, K. Feki, H. Stankovi¢, Jointly A-hyponormal m-tuple of commuting opera-
tors and related results, AIMS Mathematics, 9(11) (2024), 30348-30363.
https://doi.org/10.3934/math. 20241464

D. 8. Cvetkovi¢ 1li¢, H. Stankovié, On normal complements, J. Math. Anal. Appl.,
535(2) (2024), 128216.
https://doi.org/10.1016/]. jmaa.2024.128216

H. Stankovié, Spherical Mean Transform of Operator Pairs, J. Math. Anal. Appl.,
530(2) (2024), 127743.

https://doi.org/10.1016/]. jmaa.2023.127743

6) Panosu o6jasmenu y sBogehum MehyHapoaHuM yaconucuma Kareropuje M21:

0.1

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

N. Altwaijry, C. Conde, K. Feki, H. Stankovié, An extension of the generalized mean
transform of Hilbert space operators, Results in Mathematics, 80(204) (2025).
https://doi.org/10.1007/s00025-025-02520-4

N. Altwaijry, C. Conde, K. Feki, H. Stankovi¢, Operator norm of certain sums of
orthogonal projections in Hilbert spaces, Bulletin of the Malaysian Mathematical Sciences
Society, 48(157) (2025).

https://doi.org/10.1007/s40840-025-01939-w

N. Altwaijry, K. Feki, H. Stankovié, On p-joint spectral radius of operators in Hilbert
spaces and related results, Lincar and Multilinear Algebra, 73(5) (2025), 985-1001.
https://doi.org/10.1080/03081087.2025 . 2464647

H. Stankovié, On Fong-Tsui conjecture and binormalily of operators, Mathematica
Slovaca, 75(5) (2025), 1221-1228.
https://doi.org/10.1515/ms-2025-0088

H. Stankovié, Spherically quasinormal tuples: n-th root problem and hereditary pro-
perties, Complex Analysis and Operator Theory, 19(156) (2025).
https://doi.org/10.1007/s11785-025-01784-6

H. Stankovié, Joint paranormality: Bridging the gap between hyponormal and norma-
loid tuples, Linear and Multilinear Algebra, 73( 13) (2025), 3004-3018.
https://doi.org/10.1080/03081087.2025.2489422

H. Stankovié, Polynomially accretive operators, Hacettepe Journal of Mathematics
and Statistics, 54(2) (2025), 516-528.
https://doi.org/10.15672/hujms. 1421159



6.8.

6.9.

6.10.

(o 4 I

6.12;

6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

H. Stankovié, M. Krstié, 1. Damnjanovié, Some properties of the g-numerical radius,
Linear and Multilinear Algebra, 73(8) (2025), 1736-1757.
https://doi.org/10.1080/03081087.2024 . 2438927

H. Stankovié¢, K. Kubrusly, On roots of normal operators and extensions of Ando’s
Theorem, Annals of Functional Analysis, 16(60) (2025).
https://doi.org/10.1007/s43034-025-00455-2

N. Altwaijry, C. Conde, K. Feki, H. Stankovié, New Results on some Transforms of
Operators in Hilbert Spaces, Bull. Braz. Math. Soc., New Series, 55(42) (2024).
https://doi.org/10. 1007/s00574-024-00416-5

N. Altwaijry, C. Conde, K. Feki, H. Stankovié, Schatten p-norm related to some Trans-

forms of Operators, Communications on Pure and Applied Analysis, 23(12) (2024),
1990-2004.

https://doi.org/10.3934/cpaa.2024078

H. Stankovié¢, Spherical Heinz transform of operator tuples, Zeitschrift fiir Analysis
und ihre Anwendungen, (2024).
https://doi.org/10.4171/ZAA/1787

H. Stankovi¢, Conditions implying self-adjointness and normality of operators, Com-
plex Analysis and Operator Theory, 18(149) (2024).
https://doi.org/10.1007/s11785-024-01596-0

H. Stankovié, Subnormal n-th roots of matricially and spherically quasinormal pairs,
Filomat, 37(16) (2023), 5325-5331.
https://doi.org/10.2298/FIL23163258

H. Stankovié¢, Solvability of A;XB; = C;, i = 1,2, with applications to inequality
C ; AXB, Advances in Operator Theory, 8(35) (2023).
https://doi.org/10.1007/543036-023-00265-x

H. Stankovié, Generalized powers and generalized logarithms of operators, Rendiconti
del Circolo Matematico di Palermo Series 2, 72 (2023), 3829-3840.
https://doi.org/10.1007/s12215-023-00867-7

B) Pamoeu o6jaBimenn y Mehynapoanum waconmmcuma kaTeropuje M22:

B.1.

B.2.

H. Stankovié, M. Krstié¢, Spectral radius subadditivity for integrals of operator-valued
functions, Analysis Mathematica, 51 (2025), 997-1009.
https://doi.org/10.1007/510476-025-00111-7

H. Stankovié, Converse of Fuglede Theorem, Operators and Matrices, 17 (3) (2023),
705-714.
https://doi.org/10.7163/0am-2023-17-46



r) Panosu caonmrenu Ha Hay9HUM CKYIIOBMMAa HAIMOHAJIHOT 3HA4Yaja, mTam-
maHu y u3BoAy (kareropuja M64)

r.1. H. Stankovié, ,Converse of Fuglede Theorem”, 15. cpnexu mamemamumxy KOHZpec,
Maremarnaku dakymnrer, Yuusepsurer y Beorpany, 19-22. jyn 2024. ronune.

) OxpbBpamena nokTopcka Aucepranuja (M70):

A.1l. Xpanucnas Crankosuh, ,Subnormal operators: a multivariable operator theory per-
spective”, Yuusepsurer y Hunry, Ilpupoguo-mMaremarnaku akynrer y Hurmy, merrop:
upod. ap dparana Iserkosuh Wiuh, onbpamena 4. 7. 2024. rouwe.

2.2. Ksantudukanuja u nurupasoct HAyYHONCTPa*KNBAYKHUX pe3yJrara

Pesynratn nayunoucrpaxusaukor paza np Xpauncnasa Crankosuha npencrasmenn cy
¥ BpXyHCcKuM MeDynapoamum wacomucnma. Bemkm 6poj (13) camocrannux pasosa, yKazyje
Ha BHCOK HHBO CAMOCTAJIHOCTH Y UCTPasKuBakby. Bpoj muraTa (yrmyuyjyhu u ayToIuTaTe) M
ofrosapajyhu h-unnekc cy 35 u 3 npema Scopus uprarnoj 6asu, 34 u 3 upema 6azn Web of
Science, omaocno 78 u 5 npema, Google Scholar Citation.

Bpcra Bpeamocr | Bpoj pesynrara | Bpeanocr pesyJirara
pesyaTara | pesyarara KaHIUIaTa KaHJIHJaTa,

M21a, 12 T 84

M21 8 16 128

M22 ) 2 10

M64 0.5 1 0.5

MT70 6 1 6

| Ykymmo | | 27 228.5

2.2, ¥Ygemhe y HayYHOMCTPAXKUBAIKIM IpOojeKTuMa

Kanmpnar np Xpamnmenas Cramxosuh je 2019. u 2020. rogume 6mo YYECHMK HayTIHO-
UCTPAZKHMBAMKOT mpojekTa [ Ipobuemn nenuueapne aHaJIu3e, TeOPHje ONepaTopa, TOMOJIOTHje
u npumena” (OI17402), dbunancuparor ox crparme Munucrapersa npocsere, Hayke u TexHo-
Jomkor passoja Pemy6imke Cpbuje.

3. AHAJIU3A HAVUHUIX PAIOBA

ObsacT HayIHOHCTPAKHBAYKOT pana kanauuara qp Xpanucnasa Crankosuha je dynk-
[UOHAJIHA AHAHN3a H TEOPHja OlEPATOPA.

Buute/mvensnonanmonm reopujom oneparopa Gase ce pajoen a.l, a.4, a.5, 6.3, 6.5, 6.6,
6.14, B.1 u B.2.

Paz a.1 npormpyje konnenre ciekTpasmor u HYMEPHIKOT DaJIHjyca Ca N0jeHHAYHIX OIIe-
paTopa i d-TOpKHM onepaTopa Ha cJab0* MepibuBe dbammmje oneparopa T = (T)) e gedunn-
cane na Xunbepronom npocropy. Yo ce eeMenTapHu onepaTop O7(X) = [, Ty XT) du())



Ka0 KJ/byIHH ajiaT 3a ,ueq)mmcame ceprune nopme gamumje, nokasyjyhu ga saxku jen-
maxocr 7] = [|©7(I)||2. Yeomm ce mojam nymepmuxor paura W(T) kao ckyna mepibu-
BUX (DYHKIHja, 32 PA3/IUKy O KJACHIHOT CKaJTapHOr cKkyma Bpeanocru. Iloxaszano je aa je
OBa] CKYIl KOHBEKCaH y ojpehernm ciay4dajesuma. Cepuunn mymepuaxn pajujyc nedunu-
can je xkao w(7T) = SuPyew () l[wllL2, y3 yenocrasmame nusa nejemmakocru Koje ra nosesyjy
ca HopMoM hammrje, remepammayjyhun nosmare penanuje 3a d-Topke omeparopa. 3nagajan
A€o paja mocpelien je ayreGapcKoM CIEKTPAJIHOM pajujycy dammmje. Jlokazana je dyn-
JamenTaiHa Qopmyaa Koja mopesyje CIHEKTPAIHH PajJM]yc Ca eJEeMEHTAPHHM ONePaTOpOM:
i) = nan;.O le5(1 )H% [nasnn pesysnrar y osom cermenty je Teopema KOja TBPIH J1a 33
Hopmany davmummjy (dbamunujy komyrupajyhnx HOPMAJIHHX OII€pPaTOPa) BasKH e [HAKOCT
CHEKTPAJIHOr panujyca u nopme, Tj., 7(7T) = [|T||. Ypabena je anammsa HopMaJsonaHnx da-
MHJIHja y3 KOHCTPYKIH]y TpHMepa KOJH [OKA3Yjy CYIITHHCKY Pa3/nKy u3Mely HopMmamoname
bammmje n bamuinje HopMaonHIX OIIEPATOPA..

Y pany a.4 ysoam ce u HCTPaxKyje Tojam chepuyne p-KBasHHOPME 3a d-ropke omepa-

1

ropa T = (T1,...,Ty), nedunncane xao ITllgp == ll|T|pll = HELI \Tk|pHp, zap > 0.
Kopumheme ose xBazuropme omoryhana TeHepaJIM3alAjy Pe3yITaTa A3 KIACHYHE BHIIEIH-
MEH3HOHaJIHe Teopuje oneparopa. Uenuryjy ce ommrre ocobune ope KBa3WHODPMe, yKibyTyjyhn
pernanuje usmely pasmmaurux BpemHocTH p. Yenocrabmajy ce Bese uameljy P-KBa3HHOPME H
APYIUX ONECPATOPHUX HOPMH M p-HYMEPHYKOr paamjyca 3a p > 1. Ogmoc ca P-OIIEPATOPHOM
Hopmom ||T|, 3aBucu on p: 3a p > 2 Bawu Ty € ITgp, Mok 3a 1 < p < 2 paxu
[Tllgp < [T 32 OpToroHaJHy nopmasmy d-ropky T Baxe smavajue jesnakocTH Koje nM-
[IMIMPaJy Aa ce y OBOM CHENHjaJIHOM CIIy4ajy p-KBa3HHOPMA IIOKJIAMA Ca MaKCHMYMOM HOp-
MU KOOpjHaTa d-Topke, Hesasucno o p. Kopucrehn Be3y usmely p-mymepuukor paujyca u
XHIIO-p HYMePHYKOT PaJijyca, OKA3aHo je 4a 3a p > 1 axku n IT|@,p = wyp(T). Pazmarpa ce
TakoDe M ACHMIITOTCKO MOHAIIAILE P-KBAZMHOPMH Kaja p —+ 07, u ropma rpanumna 3a mopmy
ipoussosa oueparopa. Ha ocnosy Tora, ussezen je peaymnrar ga ako HOCTOjH &, k > () TakBO
ma | Tgp < wkd? 3a p € (0,¢), Taxa je || ngl Ti|| < k%, rae je T mopmamma d-Topka.

Y paxy a.b uctpaxyje ce kiaca 3/IPYKEeHO A-XUTIIOHOPMAJIHMX ONEPATOpPa HIYKOBA-
HUX MO3UTHBHUM omeparopom A Ha KoMIulekcHOM Xwuibeprosom npocropy X, panehu y
KOHTeKCTy ceMu-XuabepToBHX mpocropa. Lnasuu TEOPHjCKH JOTMPHHOC je JOKa3 Jia ako je
B = (By,..., By,) 3apyxeHo A-xunonopmaJiaa m-Topka KomyTHpajyhux onepaTopa, OHJIa
je B A-nopmanonz, 1j. r4(B) = |B||4. Jlokas ce 3acuusa ua MOKA3UBamby Ja HA3 HOPMH
{lek (D) A} ey MOpa burn log-konsexcan (rze je Op eseMenTapHE OnepaTOp HIAYKOBaH -
TopKoM B), mTo jmpextio nosnawn nejeanakoct ||Og (1 % < [|©F (1) 4 1, xomauno, Tpaxe-
ny jennaxocr. Kao qupexTna nocsenuna osor pesynrara 3a A = I, nobujena je ropma rpasu-
a 3a pacrojame m3mely jBe 3JpyKeHO XHNOHOPMAJHE d-TOpKe OlIepaTopa, H3PaXKeHa Ipe-
ko muxosux Tejaoposux crekrapa: |[B — C|| < v2max {||n — v|a; n € or(B), v € ap(C)}.
Ha xpajy, moxasana je Jlesnep-Xajnmosa nejeamaxoct y cemu-XunbepToBHM IPOCTOPHMA:
0 Za.8 gl — OSASﬁ/SATVBBJT,SZOH’YE(O,l].

Paj 6.8 renepammsyje konuenr cnekrpasor pajjyca 3a d-Topke oneparopa Xunbepro-
BOT IIPOCTOpa yBOZehn nojam reHepain30BaHOr eyKIMICKOT CIEKTPAJHOT paaujyca 7 ,(T),
rae p € [1,00]. Diasnm pesynrar je moxas Jeanaxoctn m3Melly OBOr HOBOr KOHIENTA M J10-
6po mosmaTor p-crekrpasmor pajujyca rp(T) 3a cBaky xomyTupajyhy d-topky oliepaTopa,
T: rap(T) = 1p(T). Kao nocnenuna ope jepaxoct, YCIOCTaBbajy ce HejeaHaKoCTH Koje
NOBE3Y]y p-CICKTPaJHA PAIHjyC ¢a APYTHM P-HOPMAMA M PAJIHjyCHMa MO3HATHM y JauTepa-
Typu. Paj yBopu m mcrpaxyje nose kmace d-ropke omeparopa: komyTtupajyha d-ropkxa T



je p-mopmasionz axo je 7,(T) = IT||p. Toxazano je ma je osaj YCIIOB €KBHBAJICHTAH jei-
Haxoctd wy(T) = ||T||,, ka0 u jemmaxocru [Tllhp = (I Tlp; xomyTupajyha d-ropka T je
p-cuexrpanony axo je rp(T) = w,(T). Ilokasano je ma Je cBaka oproromajHa HOpMauHa d-
TOpKa p-HOPMAJIOH]L 3a p € [2, +00|, Kao u Ja je cBaka 3/IPYZKEHO P- XUIIOHOPMAaJIHa d-TOpKa,
KOMyTHpajylinx oneparopa p-cnekTpasony 3a cue p € [1,4+0c0]. Ha kpajy, aaT Jje mpumep koju
nokasyje zia ce jeamakocru rz(T) = wy(T) = [T, KOje Bazke 3a HOPMaJIHe d-TOPKe Olepa-
TOpa, He MOTY NPOLIMPHTH HA CBe p # 2, AeMoHcTpHpajyhiv 1a HopMmanHa d-TOpka He MOpa,
burn p-nopmanong za p € [1,2).

Y paay 6.5 ucrpaxene cy ocoburne chepPUYHO KBABHHOPMAJIHHX d-TOPKH oneparopa, 1py-
xajyhn xapakrepusanuje u pemasajylin npobuieme Besane 3a Kopere n CIIEKTpaJIHe 0cobHHe.
Henrpanuu anar y amammsu je eneMenTapuu oneparop Or(X) = ELI T3 XTy. Hokasyje
na je d-topka T cdhepuuno KBASHHOPMAJIHA AKO M CaMO aK0 3a/I0BOJbABA YCJIOB CTENeHOBAMA,
oneparopa Or(/), oaxocro: O (1) = [©r(N)]", 3a cBaxo n € N. Kopucrelin Jobujene Ka-
PaxTepH3anuje, NOKA34HO je Ja crenenn cdepuvHO KBASMHOPMAJIHHX d-TOpPKH OCTajy y HCTO]
Kiacu. Hajsaxxuuju pesyarar y osom JeITy je pelerbe BUIIeANMEeH3HOHAIHE Bep3rje npobie-
Ma koju cy nocrasuiu Kypro, Jlu u Jyn: nokaszano je ma axo je T cybnopmainna d-ropka 1 ako
je T" cepruno xpasunopmasma 3a Heko n € N, rama u T mopa Gurn chepuvHO KBA3HHOP-
Majma. Y JpyroM Jemy paja aHAIM3HPajy ce ese uamely umcre chepudno KBAa3HHOPMAaJTHE
d-topke T, menor MEHUMAJHOD HopMmaJiHor npomupea N u mesor ayana S. Jokazano je
na T nacnebhyje chepuuany HoJtapny gekommosuuujy of N, y emuciy na cy dakropu V u P
»Kommpecuje” onrosapajyhux daxropa og N na nornpocrop H. Konauno, pay yenocrasma
CreKTpasne pesaiuje u3mely opux objexara. Kao NOCJIeINTA, IIOKA3AHO je 1a je MEUHHMAJIHO

Hopmanno npomupeme N Tejnop nuseprutuiano ako u camo axo T u S HMajy 3aTBOpeHe
CIIHKE.

Pan 6.6 ysoau u anaymzupa KOHIEIT NapaHOpMaJHuX d-TOpKu oneparopa Ha Xunbepro-
BUM IPOCTOPHMA, Ipoupyjyhin Tume xiacuumy JeUHUIH]Y NapaHOPMAJIHUX OTEePATOPA Ha
BUIIEHMEH3NOHAIHN KOHTeKCT. Kopucrn ce elemenTapuu omeparop Orp(X) = ELl T XTy
Ka0 KIby*IHH aJaT 3a KapaKTepH3alujy oBe Kjace. Y Paiy Cy yCTAHOBIbeHe dbynnamenTanme
ocobuie oBe Kilace OLEPATOPa, HOMyT MHBAPHUjAHTHOCTH Ha YHHTAPHY eKBHBAJICHIH]Y H 3a-
TBOPEHOCTH y OZHOCY HA JaKy OIEPATOPCKY TOMOJIOrHjy. Jeman 0j NeHTpajHux pe3ynTaTa y
OBOM JIeJly pajia je JOKa3 Jia Ce CBOjCTEO MapaHOPMAJHOCTH [IPEHOCH HAa CTEINEHEe, OIHOCHO
72 ykosmko je d-ropka T napanopmasna, Taga Je m T™ napanopMaJisa 3a CBAKO IPHPOIHO
n. Takobe je ussenena dpymmamenTanma HEje/[HAKOCT KOja MOBe3yje CKATAPHH IPOH3BOL y3a-
crommmx crenena oneparopa Or(f). Konayno, uctpaxkenn cy m omsocw WHKIIy3uje m3mely
PasIMuUTHX Klaca oneparopckux d-topku. Ilokasano je ma je cmaka BAPYKEHO XHIIOHOP-
Mauna Komyrupajyha d-topka yjeano u mapamopmasiua. Ilopen Tora, gokasano je ga caka
napanopmaina komytupajyha d-ropka mopa Guru nopmasons, Tj., wi ) ==V

Pan 6.14 obpabyje remy oxmoca u3Mely omeparopckmx KJjaca, doxycupajyhu ce na To
KaJ1a CyGHOPMAJIHH N-TH KOPEHM ONEepaTopa W3 HeKe KIace OLIEPATOPA OCTAjJy ¥ TOj KJACH.
Munnujanna morusanuja norwae oz OTBOpeHor nuTama u3 paga P. Kypra o rome ma mum
cybnopmanan oneparop 7' umju je kagpar KBa3HHOPMAJIAH MOPA M caM OHTH KBA3HHOPMAJIAH.
Hako je omrosop na To nurame seh gar on crpane llujeunnxor u Croxena 3a npomssosban
M-TH KOPCH, OBaj paJ| IPy’Ka 3HATHO jeAHOCTABHHjH M @JICMEHTAPHU]H JIOKa3 Te Teopeme,
ocnamajyliu ce Ha MO3HATY JEMy O HHBAPHjAHTHOCTH HOTHPOCTOPa NOJL JICJCTBOM ONEpaTOpa
N*N u TeopeMmy 0 KOMyTAHTHMA TTO3HTHBHOL onepaTopa u merosor kopena. Ilopen Tora, pax
FeHepaJIu3yje pesyiTaTe Ha BUIeIAME3HOHAJIHH ciayqaj, poxycupajyhu ce na chepuuny u
MATPHUMJAJIY KBA3HHOPMAJHOCT HApa oneparopa T = (T1,Ts).



Y pany B.1 ucnurusana cy CBOJCTBa CIIEKTPAJHOT Pajnjyca HHTErpaJia. ONepaTOPCKHX
byuxuuja na Banaxosun [IpOCTOpHUMA, Ca IUJbEM TeHepaJIn3alje Cyba nTHBHOCTH CIIeKTPal-
HOT' pajiijyca ca KOHAYHHX CyMa Ha unrerpase. lIpso ce ananmsmpa npobieM MepmuBocTH
cKanapue pynxugje A — (7). Hokazamo je ja Je oBa QynKIHMja MepipHBa YKOTHKO je amu-
JIMja OTIepaTopa jaKo MepJbHBA, MM YKOJIHKO je c1abo MepJbHBa y TTPOCTOPHMA, KOju Toceyjy
Hlayneposy 6azy, momyr cemapabuinnx Xunbepropux npocropa. Hasenen Jje u mpumep ko-
Ju miayerpyje qa y mecenapaGuiHum MPOCTOPHME MEPJbUBOCT He MOpa, Ja Baxku. llenTpasmm
pesyarar paja ojHocH ce Ha Boxmep unrerpafuime dbamunuje xomyTupajytinx orepaTopa.
Hoxazano je aa 3a raksy damvunujy (T))aep BaxkKu UHTErpaina HEje/IHAKOCT KOja Hpomupyje
KJIACHIHY TeopeMy o Cy0aJuTHBHOCTH:

r (B/Aﬂ du(/\)) < AT(TA)dﬁ(A)-

[IpesenToBana cy aBa JoKasza ope TEOPEMeE: NIPBH Ce OCJIama Ha AlPOKCUMALU]Y jeJHOCTABHEM
dbynkumjama u Ietncory reopemy o MEPJbHUBOCTH, JIOK IPYTH KOPUCTH TEOPH]y KOMYTaTHBHAX
Banaxosux anredpu u I ebdangosy Teopujy, nocmarpajyhu Gukomyranr dbamuauje oneparo-
pa. ¥V 3aBpIIHOM Jeny pajia pa3mMaTpajy ce OrpaHHYersa U IPOIIHPEba TJIABHOT pe3yJrraTa.
Kpos konrpanpumep je nokaszano aa Je mpernocraska o Boxneposoj HHTErpabHIHOCTH CyII-
THHCKa 1 Jia ce He Moxke 3aMeHuTH caabujum obmuuuMa urTerpanumje.

Y pajy B.2 ce ucrpaxyje omHOC u3mely kiaca oneparopa, dboxycupajyhu ce ma o Kaa
KBa3MHOPMAJIHOCT (MJTH HOPMAJHOCT) IPOM3BOAA /IBA OLIEPATOPa TOBJIAYH HCTO CBOjCTBO 33
nojeunatue onepartope. Linasmu jeo paja je nocsehien obpary nocaemune Oyrneneose Teope-
M€, OJIHOCHO TPAasKCIby JOBOJLHUX yCJIOBA 1O KOJHMa, U3 HOPMATHOCTH npoussoia 1) Ts caenu
HopmasiHocr oneparopa T u Ty, npernocrasmajyhu ga cy onn CyOHOPMAJTHH MM KBA3HHOP-
MAJIHH. YBEJICHH CY U PEIeH: CPo/IH npo6iemMu KOJH Ce THYY KBAa3HHOPMAJIHOCTH POH3BO/IA.
Meby najpaxcnujum pesyirarnma je obpar @yriejieoBe TeopeMe Koja 3aXTeBa, na IIpUMEp, I
T\ u Tz 6ysy KBa3HHOPMAJIHH, MMajy 3aTBOPEHe CJIHKe U jeJHaka jesrpa. Takobe je moxazano
A@, TIOJL yCJIOBOM CheprHIne KBa3sHHOPMAJHOCTH M JIACjYHKTHIX cmekTapa oneparopa NjN;
u N3N (rae je N; mopmasnno mpommpeme omeparopa Tj, 1 = 1,2), KBA3HHOPMAJIHOCT HPOH-
ssoa 1175 nosmasu ga je map T 3anpaso 3apykeno KBazuuopmajand. Tume ce ycnocrasma
HOBa Besa uameDy pasimunTHX Kiaca (KBa3HHOPMAJIHEX) HapoBa omeparopa.

Hopwme n oneparopne nejegnakoctn Tema ¢y pajosa a.2, 6.2, 6.8 u 6.15.

Pan a.2 ce 6aBn kapakrepusamujom CUMETPHYHUX ONEPATOpPa y OJHOCY HA OPTOrOHAIHOCT
HH/YKOBAHY HYMEPHKHM PaHjycoM (nr-opToronasnoct) u nopehemeM nr-0pToroHaiHoCTH
ca. Bupkod-Ilejuc oproronamunonthy (BJ oproronasmoct) 3a pasamuuTe Kaace oIepaTopa.
Konxkperno, pewen je npo6iem nr-nese CHMETPUYHOCTH: Ha, KOMIUIEKCHOM XHI0ePTOBOM Ipo-
cropy jumensuje sehie o1 1, jeuun orpanmyenu onepaTop KOJH je nr-JIeBO CHMeTPHYAH je HyJ1a
oneparop. Paj rakobe naje neke napnmjanne pesyrrare 3a NTr-JCCHY CUMETPHYNOCT 3a KIIacy
KOMIAKTHUX onepaTopa. Takohe, ncrpaxyje ce kana je BJ oproronammocT exsusaienTHa nr-
OPTOrOHAIHOCTH 3a crerudmine kiace oneparopa. [lokasano je ja ako je A = U|A| nonapna
AEKOMIOSHI]a, HOPMAJHOT oneparopa, yciuosn U Ly, [A| u U Lg |A| cy exsupanenrnn yeao-
By Ja 0 npunajia 3aTBOpemy HyMEpHUKOT PaHra omepaTopa A. Konauno, pasmarpa ce Besa
m3mehy BJ oproromanmoctu omeparopa T u meronux reHepaIn30BaHuX AJyTeOBHX TPAHC-
dopmanmja. [Ipenusnuje, ako je T HopMasomz, Taga T Lp fITH) = T 1p f(T) =a
6usno kojy panponainny bynkuujy f u t € (0,1).

Y pajy 6.2 asajusupane cy HOpMe JuHeapHe KOMOMHAIMje OPTOrOHAJHHX NPOjeKIlH-
Jja Ha XunGeproBHM mpocTopuma, ca moceGHuM dokycom na npommpeme nosnare Jlankan-



Tejnopose dopmyse 3a 30up saBe npojekmuje. HMerpaxyje ce npobaem onpeljusama, HOpME
oneparopa obimka aPy + 3P, tae cy Py u Py oproronasie LpOjeKIije Ha 3aTBOpPEeHe
nornpocrope N u M, a a u 5 ckanapu. /lokasyje ce ekcrummuTHA bopmyia, nokazyjyhu

Ad 33 HEHysa OPTOrOHAaJIHe NMPOjeKIHje H peasHe CKajlape «, 5 TaxBe na je aff > 0, Baxku
JjemHaKocCT:

Py + BPup|| = o + 18] + V(e — g)Q +405HPNPMH2_

Osaj pesyarar ce mssoam xopumthemem XajiMomose Teopeme o ase upojexnnje, Ilyposor
KOMILIEMEHTa 1 CIEKTPasIHe aHaju3e oiroapajylinx omeparopekux varpuna. [lopes riiasne
dopmyie, paj ananusupa u coenubuaHe reOMeTpHjcKe KoHburypaigje nornpocropa. Pasx
Takohe pazMaTpa ClyuajeBe ca KOMILIEKCHEM CKaJIapuMa, IJe Cy W3BEJCHH IAPIHMjaHi pe-
synraru. Kao npumeny nobujernx pesyrara, U3BOAM ce reHepanusanuja Bysanune mejes-
HaKOCTH 33 OPTOTOHAJIHE NPOjeKnuje, upyxajylhu IPEIH3HHje ONCHE 33 CKaJapHU IPOU3BOJL
(Pnz,y).

Y pany 6.8 ucrpaxusana cy CBOJCTBA ¢-HyMEPHYKOL Pajiujyca, 03HAYEHOr ca wq(+), 3a
OlepaTope na KomiurekcHom Xunbeprorom mpocropy. Y paay cy nokasame OMTpHje ohe
TPaHUNE 33 OBA] PAJMYC y OJHOCY Ha HOPMY Oneparopa W CraHAAPAHU HYMEPHYKH DaJHjyc.
LenTpanan pesymrrar pana je yenocranbaibe rpauila 33 ¢-HYMEPUYKH PaJnjyc OnepaTopa
ZAeOUHHCAHOT KAO JHPeKTaH 36up nu3a oneparopa. Jlokazano Jje ma Baxkm

supwy(4,) < w égA < Ml__lqr?supw (A)
neN oo T ) i g neN

Osa nejemakocr renepanusyje NO3HATY JEJAHAKOCT 32 CTAHAADAHH HYMEPHIKH pajmjyc Ko-
ja ce nobuja xazga je ¢ = 1. Ucenuryjy ce u anmanuruuke ocobume g-HyMEpHIKOT Paujyca
MOCMATPAHOr Kao (PyHKIHje KOMIIEKCHE MPOMEHIbHBE . Yrepbeno je na je osa dyuknmja
HEIPEKH/IHa HA 3aTBOPEHOM jeAMHHYIOM JHUCKY U JIa JIOCTUIKE CBOj MaKCHMYyM, KOju je jeu-
Hak HOpMmu oneparopa. llopex Tora, pasmarpana je u Amdepennujabunaoct ose dyukumje.
Pay raxolje npyxa excrummmrre dbopmye i nporene 3a g-HyMepHIKH pajijyc crenmpIIHIX
2 X 2 omepaTOpcKuX MATPHIA.

Pax 6.15 ce Gasm pemasamem ommrer cucrema OlLIEpaTOpCKuX jenuaumna A; X B; =
Ci, i = 1,2 na Xunbeprosam IPOCTOPHMa. Y HEKHM CIENUjAJHHM CIIydYajeBHMA, MIPHKA3AHU
Cy TOTPeOHU ¥ JOBO/LHA YCJIOBH 33 HOCTOJAILe Pelleha, XePMUTCKUX DeIleha U IMO3HTHBHUX
pelllema 3a 0Baj CUCTeM, YHME Ce YOIIITABA]Y PAHU]H PE3YJITATH KOJH Ccy ce BABUIU CHCTeMM-
Ma ca ase jenpauune nonyr AX = C u XB = D. Kmyuna rexnuka y amammsm je KOPHIII-
liewe Myp-Ilenpoysosor remepanmnsosanor nnsepsa A’ u Jlarnacose eme o HHKJIY3HjH CJIMKA,
oneparopa. PaJ Taxohe ycnocrasma sesy mamelly pemema OPMIHHAJIHOT CHCTEMA H Derrerha,

jefHOCTABIMjer cucTeMa jenmaunna X B = AI Cru A X = C'gB;. Kao rmaema npumena no-
* *
OWjeHHX pesyaTaTa, IPOyYABAHA Je pelBocT oneparopcke mejeanakoctn C < AX B, rge <
oznauasa *-ypebere. Ilokasano je 1a je pemmsoct one HEJeJIHAKOCTH €KBUBAJICHTHA, PEIIHBO-
cru oarosapajyher cucrema oneparopekux jemaqnna. Axo cy ciuke A u B (miu C') 3arso-
PeHH, Taja je HejeTHAKOCT eKBHBAJIEHTHA PEIIHBOCTH KJIACHIHE Jemmauunne C' = AXB. Ha
*
Kpajy, U3BEJICHU Cy OIITH OOJIHIH Pelletsa, 3a crenujasae ciydajese nejequakocrn C < AX
*
a6 < XB.

T'peha rpyna pajosa, a.7, 6.1, 6.10, 6.11 u 6.12, 6aBu ce onepaTopckmum TparcopMa-
IHjaMa.



Y pany a.7 ysomm ce kommenr cepuune cpemme Tpancgopmanuje 3a IapoOBE OIepa-
topa (M(T)), unme ce remepasusyje mojam cpesilbe TpaHchopManEje H3 jeIHOIHMMEH3HO-
HATHOT CJly4aja Ha BHINETPOMEH/LHBH KOoHTekeT. Opa, rpancopmanja je geduHECAHa KAO
M(T) = 3(WP + PV, 1hP + PV3), rne je T = (ViP,VaP) kanoncka cdepnuna nosapma
AekoMmnosuiEja oneparopekor napa T. Verpaxyjy ce onmre ocobume ose Tpanchopmanuje.
Hoxkazano je ga je oneparopeku nap T crepuIHO KBASHHOPMAJIAH 8KO U CAMO 2KO je merosa
cchepuina cpejisba TpancdopManmja jesHaAKa CaMOM napy (M(T) = T). [lokazano je ma ce-
PU'IHA, CPE/ba TPaHChOpMalyja TyBa jesrpo onepaTopekor napa, 1j., ker(M(T)) = ker(T).
Kibywan reopujckn pesysirar tude ce CIIEKTpa: JOKA3aHO je Ja 3a KOMYTaTHBHE cepHuHe
napuyjaune msomerpuje 'V, Tejnopos CHeKTap OCTaje HeNpOMeeH Moz TpaHcdopMamjoM,
1j., or(V) = or(M(V)). V omemky mocehieHOM ABOIMMEH3HOHATHEM TerKHHCKHM mich-
TOBHMA, JATH Cy MOBOLHM yCJIOBH TMOJ KOjuMa ccepmwma cpepma TpanchopManuja Tysa
cepuuny p-xunoHopMasHoCT mudTosa. Opn YCIIOBH YKILYTYyjy CUMETPH]Y Koeduimjenara
umdTa 1 3a10B0/BaABAme onpelenor yenosa Heje/iHaKocTH Koju nouceha ma Crmiarjecos Mo-
MCHTHH YCJIOB.

Y paay 6.1 yBomu ce u anaaH3Hupa HOBA TpaHchOopMaIHja OIepaTopa HA3BAHA, TeHePAJIH30-
BaHa v-Ccpe/ba Tpanchopmanmja, gedunucana 3a oneparop T ca [IOJIAPHOM AEKOMIIO3UIHjOM
T = U|T| n napamerpe v,t € [0,1]. Opa TpaHChOpMAaNHja, IPeICTAB/ba TPOMINPEHE HOCTO-
jehux kommenTa monyr Asyreose u cpemme rpacdopmanmje, a sedunucana je u3pasoM:
L,(t) = v|TI*'U|T|'~* + (1 - »)|T|**U|T'|*. Ucnmrana cy ocHoBma crojcrsa oBE Tpancdopma-
Hje U 1hena Be3a Ca KBA3HHOPMAJIHAM oneparopuma. 3uadajan Jeo paaa nocsehien je anannsu
EP oneparopa u nonamamy muxoBux jesrapa m clMKa MOJ JIEjCTBOM OBe Tpancdopmangje.
I'naBuu pesynrar y oBom xonrekcry Tpau aa Je T' EP oneparop u cimka Tpancdopmaimje
3aTBOPEHA aKo H CaMo ako je cama TpaHchopmanmja EP onepaTop m muX0Be CHKe ce 1o-
kianajy. Takolje cy usBejienn pesynararu 3a Texuncke mmdrose, Jajylin ycaose 3a muxoBy
XAMOHOPMAJIHOCT M KBa3SHHOPMAJIHOCT y KOHTEKCTY HoBe Tpancdopmanmje. Ha kpajy, paz
YCHOCTaBIba BaXkHe HeJe/IHaKOCTH KOje NOoBe3yjy HOPMY H HYMEDHYKH Pajijyc OPHIHHAJHOL
OHEPaTOpa Ca HmEroBOM TPaHC(HOPMAIHjOM.

Pan 6.10 6apu ce pasmaaurum TPanchOpMANTjaMa, Be3AHHM 34 OTPAHMYEHH JTHHEADHH
oneparop na XunbeproroM npocropy, ykmyuyjylin Aunyreosy, [lyraioBy, renepasuzosany
Cpeliby u A-cpeuby Tpanchopmanyjy. Lum je yrepanra nese usmeDy omeparopa T u me-
rosux rpancgopmanuja, bokycupajyhu ce na nejemmaxocru HOPMH U HyMEPHIKOT PaJujyca,
Kao M Ha ycJloBe TOJ KojuMma ce oneparop ' momyjaapa 10 HOPME ca CBOjUM TpanchOpMal-
Jama. Y 1Horiely HyMEPHYKOr Damra, MOKa3aHO je 13 Ce 3aTBOPEIbe HyMEPUUKOL paHra re-
HEPAJIH30BAle CPeIhe TpaHchopMantje f()\) HAJIA3M YHYTap 33TBOPCH:A HYMEPHYIKOT PAHTA
opuruHaHor oneparopa T, mro mammmmpa ga w(T(X)) < w(T). Pag upeacrasma yommmre-
e | nobommarse nocrojefinx HejeHAKOCTH Be3aHHX 3a nopme. [Toceban dokyc crasmen je
Ha yCJIOBE MO/ KOjUMa BAXKe jeJHAKOCTH Y JOKA3AHHM “HejersakocTuma. Kona4no, jokasano
je ma ako je oneparop T nopmasnous, ouya je |7 = 1Tn(N)||V" 38 cBe n e Nu A € (0,1/2],
H CIM'aH yCJIOB BaxKH U 33 A-cpeimy Tpancdopmauujy My (T).

Pay 6.11 ucrpaxyje Beze usmelhy p-Illarenose nopme (| -llp) » pasmramTEx Tpancdopma-
nyja onepaTopa. ¥ HOLJIeLy HejeJHAKOCTH HOPMH, pan renepanu3yje u noboJblmaBa MO3HATE
HEje/(HaKOCTH 33 YHHTapHO-HHBapHaHTHY HOpMy ||| - |||. Takobe je mokasamo ma je |lITP||| <
[||T]||, roe je TP Hyramosa TpanchopManyja, u ga osa HejeJHaKOCT MoKe GuTu crpora. 3a A-
cpeaby Tpancdopmanujy, yrephra je nejempaxoct 2vA — A2|||T|| < |||My(T)|||. Tnasuu do-
KyC paJia je Ha yCIOBHMA, jeJHAKOCTH ONIepaTopa i HerOBHX rpancdopmanyja y p-Illarenosam
Hopmama. Ha npumep, y cayuajy p = 1 (rpar mopma), fokazano je ma | My (T)||; = || axo



u camo ako je || Ty = |TP||, u ako T u TP MMajy HCTY MapUujasiny H30METPHjy Y HOJapHO]
JEKOMITO3HITHjH.

Y pajy 6.12 ysenen Je HOBH KoHLenT y Teopujy ONCpATOPCKHX N-TOPKH: ceprana Xaju-
uosa Tpanccopmanuja T(t), koja PeHepa/u3yje MojaM IeHepaJu30BaHe CpPelimbe Tpancgop-
Malljje Ha BUIIENPOMeH/LHBU omeparopcku konrekcT. OBa Tpancdopmanuja je gedunucana
3a npomsBosero t € [0,1] u obyxsata cdepuuny cpemmy TpancdopManjy T u cchepuuny
AuyreoBy rpancdopmarujy T kao cuenujasnne ciaydajese. Ommcane cy ommre asreGapcke u
TonoJiomKe ocobune ose Tpancdopmanuje. Jlokasano Je ma rpanchopManyja ogyBasa jesrpo
M-TOPKE OIepaTOpa Moj GJIArMM yCIOBHMA H Jia TOMTYje YHUTApHY exksuBaseHnHjy. Takohe,
Aokazana je || - [|-menpekmumocT npeciukapama T — ’f‘(t) sat € (0,1). Jeman ox nenTpas-
HHUX pesyirara THIC Ce HEejeAHaKOCTH HOPMH. IIpuMeHoM Kiacuume XajHuoBe HejenHAKOCTH
Ha MaTpHUYy omeparopa, JobujeHa je HejesHakocT HOPMH: H'f‘(t)H < || < [IT|. Amasoraa
HEjeTHAKOCT je JIOKa3aHa U 3a Eykinacky nopmy n-topke oneparopa. 3a 3ajeqHHYKH HY-
meputikn pagujyc (w(T))je mokasana kbydna mejennaxocT w(T) < w(T(t)) < @;"—Ti[ Y
CIY4ajy KOMYTaTHBHHX (mmm 3xpy2xKEnO XHIOHOpMAIHKX) N-TOPKH, Ta HEjeIHNaKOCT Ce Io-
omrpasa Ha w(T) < w(T) < w(T). Pax rakohe Aaje excrumimrae (opmye 3a chepnd-
ny XajHuosy TpaHchOpMAIE]y ABOMMMEH3MOHAIHEX TEKHHCKHX mugrosa, nokasyjyhn ga
TPaHCchOPMUCAHN ONEPATOP OCTAje Y KIACH TeKHHCKIX g ToBA.

Cremujanne kiace oneparopa ucrpaxkusane cy y pagosuma a.3, a.6, 6.4, 6.7, 6.9, 6.13
u 6.16.

Y pasy a.3 npejcrasbanbena je u3OMeTpHjcka Bepauja uysene Kiajuex-1IIupokosmese
TEOpeMe, Koja ce OAHOCH WA KomyTtatope tnma [A,T] u [A, [A,T]]. Ookasano je ga ako je
V' € B(H) xpazunopmanna napuujanma usomerpuja u T’ € B (M) samosomasa ycios R(T) C
R(V),onma [V, [V,T]] = 0 = [V, T] = 0. Paz name ucrpaxyje OCIIEMIIE H BE3e OBOT pesyi-
TaTa ca KiaacHiHoM Teopujom. Ilperusuuje, Teopema ce aupexTHO OPOIIMPYje Ha H30MeTpHje
4 yuurapue oneparope. Iloxkazano je ma ce kiacuuna Kuajnex-IlInpokoeisesa Teopema 3a
HOPMAJIHE ONMEpaTOpe MOYKE M3BECTH W3 DE3Y/ITaTa O YHHTADHHM OIEPATOPHMA M Kejmujese
rpancdopmanyje (3a caMOKOHjyHrOBaHE omepaTope), MHMe Ce YCIOCTABIbA BE3a n3meljy uzo-
METPHJCKOT H HOPMAJHOr ciyuaja. Kao nocneauna, 1o0ujeHa je reHepau3anyja pe3ysITara
Hyrnama u EmM6pn: onepatop T je HOpMAJIaH aKo M CAMO AKO THEroB PEaJIHH Te0 KOMYTHDA
ca [T*,T], 7j., [ReT, [T*,T]] = 0.

Pan a.6 ce Gasm npoGiemom KOMIICTHDPaHa TOPILe-TPOYTraoHe ONepaTOpCcKe MaTPHLE

A C

Me = [O B*J 710 HOPMAaJIHOCTH, IIPH HeMy ce oneparopu A m B Ha3uBajy HOpMaJsHHM
KOMILJIEMEHTHMA. Y Pajly ce Jajy pasiHuuTe KapaKTepH3almje HOPMAaJIHUX KOMILIEMEHATA W
HCTParXKyjy BHUXOBA 3ajeJHHTKA CIEKTPAJIHA csojersa. Kiby4yna kapaxTtepuzanmja yTBphyje
Aa cy A u B HOpMaJIHU KOMTIJIEMEHTH AKO M CAMO AKO cy oba omepaTopa XHIOHOPMAJIHA H
aKO HOCTOJN napuujamma uzoMerprja U ca cnenuduuuum moveTHnM u KPajIb M [IPOCTOPHMA
Koja 3aj1080/bana ciesehe onepatopeke jeamasune: [A*, A|U = U[B*, B u Ar[AY AV =
U[B*, B]'/?B. Baxan CTPYKTYPAIH pe3yirart je ga cy A u B HOPMaJIHM KOMILUIEMEHTH KO
11 CAMO KO Cy IMXOBH “HCTH JienoBd A, n By, cy6uopmammn gyanu. Jlame, ako je jemam of
OmepaTopa KBasuHOpManian, ouga cy A n B HOpMamnym KOMILUIEMEHTH ako M CaMo aKo cy HH-
XOBH MHUCTH JIEJIOBH yHATAPHO €KBHBAJIEHTHH. Y JICJIY O CHEKTPAJIHUM CBOjCTBEMA JIOKAZAHO
Je aa yxomuko cy A u B HOpMAJHE KOMILIeMeHTH, Tajxa 0 Mopa OMTH y CIEKTPY CBaKOT OIle-
paropa C' koju Bpium Kommterupame. [lokazano Jje m ma ykomuko je Mg ®penxonmos (umm
unBeprubmian) 3a neko C' € N(A, B), 10 nosmaun ja cy Au B neso cemu-®peaxonmMosu
(omocHO J1eBo uHBepTHOMIIm). YV ciaydajy ja je jenam ox omeparopa KBa3MHODMAJIAH, OBe



HMILTHKAII]E TIOCTajy eKBUBAJICHIje (mup., Mc je nuBepruGHNAH aKo u caMO aKo cy AuB
JIEBO HHBEPTHOWIHM).

Pan 6.4 ce dbokycupa na anamsy Qonr-Teymjere xunorese, koja TBPAH Ja aKO OTPaHHU-
Hen Juneapun onepatop I’ na XuubepToBoM NpocTopy 3a10B0/maBa nejenakoct |7 < [ReT,
Taja Taj oneparop Mopa 6HTH CAMOKOH]JYHTOBAaH. Y OBOM pajy HCTpaXxyje ce BAJMIHOCT XH-
noTese 3a Kiacy OMHOPMAJHHX ONMEpaTopa, Kou Kojux komytupajy T*T u TT*, kao u 3a
CpoAHe Kijlace OmepaTopa. Y NPBOM JENy pajia YCIOCTABIha, Ce KJBYYHa, TEXHHYKA JIeMa KO-
Ja maje oueny camokomyraTopa 3a OIEPATOPe KOjH 38/10B0JbaBajy yCJIOB XHIIOTE3e, y dopvu
[T*,T] < 2(|T| - M)? 3a cBako peano A. Kopurmhemem criekrpasie Teopuje u ocobuma, crex-
TPaJIHE Mepe, JIOKA3aHO je 13 ako GMHOpMaJan oneparop 3a10Bo/basa yciaos |T'| < |ReT), on
MOpa GUTH KOXHIOHOPMAJIAH, OIHOCHO 3a/10BO/baBaTu HejepuakocT 1*T < TT*. Ha ocuo-
BY 0BOra, moTBphmo je paxeme Donr-Teyujese xumorese 3a, OGuHOpMaJIHEe oneparope 4HjH je
MMArHHAPHH JIe0 KOMIIAKTAH, Ka0 H 33 OHE KOjH Cy JOAATHO 2-KBA3HHOPMAJIHH. 3aBPITHM
71€0 pajia DaBH Ce MHjEeKTUBHUM OIepPATOPHMA. okazyje ce ma xunoresa saxwu 3a unjexTupue
CEMH-KOXHTIOHOPMaJIHe orepaTope, KOpucTelinl aHAIM3Y TPAHUTIC BPEeIHOCTH HH3A oneparo-
pa UM T|U*", rne U norude u3 nonapue aexommosurpje. Kao mupexrny mocnemuiy osor
pE3yJITaTa u IPeTXO/HO ycraHoBJbeHe Be3e usMehy GHHOpMaTHOCTH W KOXHIIOHOPMAaJIHOCTH,
P/l 3aKibydyje Jla je CBAKM MHjeKTHBAH Gunopmasan omeparop KOJH 33JI0BOJbaBa MOJA3HY
HEjeINaKOCT HYKHO CAMOKOH]YHIOBAH.

Y pauy 6.7 yBojena je nosa kiaca OnepaTopa Ha KOMIVIEKCHOM XuI6epToBOM IpOCTO-
py H, Ha3BaHA MOIMHOMHjAIHO AKPETHBHH OLCPATOPH, YUME C€ TeHEPAIN3Yjy aKPETHBHU U
N-aKpeTUBHu oneparopu. Enementapne ocobune nokasyjy aa P-aKPETUBHOCT OCTaje HempoMe-
IheHa MPA YHUTAPHO] eKBUBAJIEHIUJH U TIpK peayKuuju Ha peaykyjyhe nornpocrope. [asau
hokyc je Ha yrBphuBamy CTPYKTYPE p-aKPETHBHHUX ONEpPaTOpPa KOju Cy YjeLHO U 2-HOPMAJIHH.
Opm pesynraty mmajy craxme Hocienune y Besu ca n-sopmasHoinhy. [dokasano je ga je
oneparop T' 2-nopmanan u (2k + 1) akpeTHBaH ako H CAMO akKo ce MOKE Da3JIOKUTH Kao
T'=T @15, tue je Ty nopmasad u (2k +1)-akperusan, a Ty HuIMOTEHTAH OIIEPATOP HHIEKCA
2. Crora, cakn Takas omeparop T Mopa OuTH n-HOpManaH 3a cee n > 2. Konawno, axo je
T 2-nopmasian u (2k + 1)-akperusan, nonaBame Giaarux YCJIOBA Kao IITO je uibekTusnoct T,
nosnaxu Ja u T' Mopa GHTH HOpMAaJaH.

Pax 6.9 ce 6asu npommpemem Anjone TeopeMe Koja TBP/HM Ja YKOJMKO je T napamopma-
JIaH OTEPATOP M MOCTOJH Npuposan 6poj n taxas ga je T HOpMaJIam, Taja je ¥ caM OIepaTop
T mopmanan. ¥ oBoM pajy ce renepaiusyje OBaj Pe3yNTAT Ha HIMpPe Kiace k-IapaHopMaInux
H allCOJIy THO- k-1IAPAHOPMAJIHHX ONEepPATOpaA. llpenusnuje, yrephyje ce na ako je omepaTop 1'
k-mapanopmanan min arncoJ1y THo-k-napaHopMadial 3a nexo k € N, u ako nocroju n € N rakpo
na je T" mopmaJsian, Taga oueparop T' mopa 6urn nopmagan. Oso ce J0Ka3yje Kopuimhemem
nomohne Jsieme koja nokasyje aa Kopen CKaJIADHOT' ONlepaTopa y OBHM KiacaMma Mopa GHTH
nopMadan. lpyru kibyunu pesyarar ojgmocu ce mna k-xBazu-napanopmaine oneparope Ha ce-
napabunnom Xunbepropom mpocropy. Jokasano Je ma axo T mpunaja osoj knacu u T je
Hopmauia, Taja ce T' pasnaxe na ciaeaehu nawun: T =T & T”, rae je T nopmanan onepa-
Top, a T je unnnorenTtan OTIEPATOP YHjH je HHAEKC HHUIIOTEHTHOCTH MATLH HIIH jemHak og
nu k4 1. Jlokas ce ocnama Ha TeOpH]y JMPeKTHHX uuTerpasa son Hojmanosmx anredpu,
padnarameM oneparopa T' y oqnocy ua anre6py renepucany ca 1™,

Y pany 6.13 cy nare HOBe KapakTepusanuje CaMOKOHjyHTOBAHHX M HOPMAJIHHX ONEPaTO-
pa na XuubepropoMm npocropy H. Merpaxkusame Jje moruBucano ®onr-TcyujeBoM XunoTe-
30M H H:HOM HAPIHjaJTHOM HOTBPIAOM ¥ KOHAYHO-IHMMEH3HOHAIHOM Caydajy, Koja TBpIH Ja
Jje oneparop T’ caMOKOHjyHIOBAH AKO M CAMO 4KO je |T| < |ReT|. ¥ pany ce Jl0Ka3yje reHe-



PainHu3anuja; 3a KOHAYHO- IUMEH3IHOHAJIAH Xunbepros npocrop H, oneparop 1’ je caMOKOH-
JYHIOBaH ako m caMo axo mOCTOjH p > () TaKso na je |T|P < |ReT|P. Canuno Tome, axo cy
T u ReT umpeprubunuu, T je CaMOKOH]JYHIOBaH ako m camo ako je log [T < log |ReT|. ¥V
Aeny nocselienom nosapHoj Aexomvnosunmju T = U|T|, nokazana je €KBUBAJICHIHja u3Mel)y
CaMOKOH]yHroBanocTu oneparopa T' i Tora ma Je T p-xunonopmanan (mim log-xuonopmagan)
H JIa je Iberon TAPUUJATTHO- H30METPH]CKH €0 [/ camokonjynrosan. Takobe je mar npumep
/& CAMOKOH]yHTOBAHOCT TIapIUjaJIHe uzomerpuje U Huje moBossan yemos, seh ce MOpa KOM-
Gunosary ca HeKHM CBOjCTBOM PEHEPATH30BaHe HOPMATHOCTH (p-XHIOHOPMAJIHOCT MK log-
XunoxHopmasHoct). Konauno, paj ce 6asu yesopmva 3a HOPMAJIHOCT onepartopa 1’ HaMeTameM
FEOMETPH]CKMX OrPAaHMYEHa HA CIIEKTAp napijanne uzomerpuje U. Jokazano je ma ako je T
P-XUNOHOpMaJIaH (MM HHBepPTHOUIAH | log-xunonopmanan) u ako cnekrap oneparopa U/ 6e3
HyJ1e JIEKH Ha TeMEeHMMa IPABUJIHOT MOJUTOHA HA JEIMHUNO] KDY KHHUIH, Taja je oIepaTop
T' Hy»HO HOpMAaJIALL.

Pan6.16 ce nanosesyje na nemasno YBEJIEHH KOHIICIIT reHePaJM30BAHUX CTENeHa OIepaTo-
pa (A8 = B logA) rre cy u 6aza A u excronent B oneparopu. ¥ TephuBamenu cy norpebuu
ycioBu na 0u renepaymsosanu crenes AP 6uo nmozurHsan u HHBEPTHOMITAH, YHME Cy PelleHn
HEKH HellocTany y mocrojehoj sureparypu. Taxobe, OJICOBOPEHO je Ha OTBOPEHO HUTAame y
Be3n ca monoronomhy npecimkasamwa T — AT, Aemoncrpupajyhu na Jlepnep-Xewns uejex-
HAKOCT HeMa JIHPEKTHY aHAJIOTH]y Y OIIITEM HEKOMYTATHBHOM Cllyvajy 3a reHepajH3oBaHe
crenene. Kmyuynn HoBoyBesienn konment Je reHepasuzoBany JorapuTam oneparopa (log 4 B),
Jedunncan 3a oarosapajyhe mosurmpme oneparope A u B kao logy B = log(B)(log A)~L.
ara je xapaxTepusammja osor JIOTAPUTMa, KA0 jeJIMHCTBEHOT CaAMOKOHjYHIOBAHOT perema
oneparopcke jemHaunune AL = 3 Koje komyTupa ca A. Jlame, mpormupena, Jje Bejkep-Kembe-
Xaysopdosa dopmyta u gokazana, Je Jln-Tporeposa dopmysa 3a resepammsosane CTeTeHe,
mITo je oMoryhmio yxnamame HeKHX CTPHKTHUX YCII0Ba, KOMYTaTHBHOCTH.

4. HACTABHO-IIEJATOIIIKM PAJT

HAp Xpanucnas Craukosuh je jomr npe u3opa y capaJHUYKO 3Bame, Kao HCTPaYKHUBAY-
upunpaBHuk Ha IIpupoano-maremarmukom baxynrery y Humy, 6o ykimyden Yy Hacrasne
AKTHBHOCTH y BUJy M3BODerba BexkOM HA OCHOBHHM M MAaCTep AKaJeMCKHM crypajama. On
Janyapa 2021. rogmme pajgu Kao acucTent upu Kareapu 3a maremarnky na Enexrponckom
dbaxynrery Ynupepamrera y Humry. ¥V rom nepuony 6mo Je anrayxoBaH 3a usBoheme BexOH
u3 npegamera Maremaruxa 1, Maremarnka 2, MaTemaTuka 3, Beposarnoha u craTucruka,
Maremarnaku merommn, MaremMaTHuke ocHOBE Teopuje cucrema B Hymepuuxm anropurma.
HIxoncke 2025/2026. romune anraxosan je u 3a ussobheme Bexxbu us npeamera Maremarnka 1
Ha, €HTJIECKOM je3HKY.

lpucrynno npepasame Ha Temy ~Kpuposmmijcku unterpasiu u npumene” Ip XpaHHCIaB
Crankosnh je omprxao 16.12.2025. rogune npe Komucujom koja je yrepauna ommmane nema-
IOIIKE CIOCODHOCTH KaH M IaTa.

5. BJIEMEHTW JONIPMHOCA AKAJIEMCKOJ U IIINPOJ SAJETHUITU

Kawmar np Xpanacnas Cranxosnh HOAPXKaBa HACTABHE aKa/EeMCKe aKTHBHOCTH KOje
ne Hoce KCIIB Gonose. Ca ycnexom ywectnyje y UpUTpeMH CTY/IEHATa 38 TAKMHYCH:3 Y 3Ha-
by U3 MaTeMaTHKe Ha CycpeTmma cryaenarta Enexrpujasa. Takobe, wmam je Kowmncuje 3a
opranmsaljy u cuposolheme npujemuor nenuTa na Enexrponckom dakynrery.



Penenanpao je nayune pajose y penoMupanuM MelyHapo UM 4acOMHCHMA, KA0 LITO Cy
Journal of Mathematical Analysis and Applications, Axioms, Filomat, Bulletin of the Korean
Mathematical Society u mpyru.

6. MUIIIJBEIHE O UCIIYEBEHOCTHM YCJIOBA 3A M3BOP

YBHIOM y TIPHIIOIKEHH KOHKypcHu MarepHjaj, Komucuja je sakmydnia ga je ap Xpauu-
cnas Crankosuh ocTBapHO 3amazkeHe HaydHe pesyiraTe, mTo je moTBpheHo o6jaBibUBabEM
BesuKor Gpoja Hayunux mybaukanuja, yaemheM y HayqHuM OpOjeKTHMA B HAYIHAM CKYIIOBH-
Ma, Ka0 I PelgH3HpaILeM 33 peHoMupane u3fasadke Kyhe. Taxolje, ycnemno je yuecrsosao y
peann3aIyji HaCcTaBe U3 BUITE HPeJMeTa Ha aKaJeMCKHM CTYIH]jaMa, KA0 U Y BAHHACTABHHM
AKTHBHOCTHMA KOJHMa JOLPHHOCH PAa3BOjy HACTABHO-HAYYHOT MOJMJIATKA M LIMPOj aKAJIeM-
ckoj sajennunu. Ha ocHoBy cBeoGyxBarHe aHaiuse J0CAJallmber paa KAHIUIATA, KA0 H H3-
semTaja Komucuje 3a onery HCnymeHOCTH KPUTEPHjyMa, 38 HOKPETAIhe MOCTYIIKA 33 npujaBy
JIOKTOPCKe JucepTanyje, NOKpeTame MOCTYIKa 32 OleHY W 00paHy JOKTOPCKE JHcepTanmje
u u3bope y 3Bama HacrasHuka Ha EjexTponckom dakymrrery y Humy, Komucuja xoncraryje
na ap Xpanucnae Crankosuh uenymasa cse yeaose npespuljene 3akoHoM 0 BHCOKOM 06pa-
sopamy PemnyGuuke Cpbuje, Craryrom Yuusepsnrera y Humry, Bimsxum kpurepnjymima 3a
u360p y 3Barba nacTaBHEKa Yuusepsutera y Humy u Craryrom Emekrponckor dakynrera 3a

u30op y 3Bame AOIEHT 3a yxy Haydny obiact Maremarnka ua Exexrponckom dhakymrery
y Humy.

7. BAKJbYYAK U IIPEAJIOT

Umajyfin y Buay cse nperxogHo uajioxkeno, Komucuja mpemjaske Ja ce KAHAHIAT
Ap Xpanucaas Cramkosuh muzabepe y ssame JOWEHT 3a yxKy mayuny obmacr Mare-
MaTHKA.
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1. ap Cnalana Mapunkosuh, pexosan npodecop
Enekrponckor dbakynrera y Humry,
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2. gp Hyman Munomesuh, pegosau npodecop
Enexrponckor dakynrera;y Humry,

3.1 arana [serxopuh Wimh, penosum npodecop
IIpupommo-maremarnuakor dpaxyarera y Hummy.




